Fundamentalne twierdzenie:
Kazda baza przestrzeni V sklada sie z dokladnie tylu samu wektoréw; liczbe te nazywamy

wymiarem przestrzeni V i zapisujemy dim V.

2Xx 2 0
Ad 1.a.) Skoro 3x+y =X ; +y 11 (x, y — dowolne wspotczynniki), to taki uklad dwdch
X—y -
X—2y 1 -2

wektorow zadaje plaszczyzne (w 4D przestrzeni). Wektory bazy zostaly wypisane explicité, zas

wymiar podprzestrzeni jest rowny liczbie wektoréw bazy, tutaj: 2.

xX—2y—z 1 -2 -1
Ad 1.b.) Skoro | 2x+y—3z |=X|2|*Y| 1 |[+Z|-3]| , to pozostaje nam sprawdzic, czy owe trzy
3x+4y—5z 3 4 -5
1 -2 -1
wektory nie sg liniowo zalezne. Np. czy istniejg takie o,f3, ze |2|=a| 1 |+p|—=3]| . Policz, a
3 4 -5

okaze sie, ze, owszem, istnieja: a = -1/7, B = -5/7. Zatem uklad jest zalezny liniowo: z bazy trzeba
wyrzuci¢ dowolny wektor (gdyby jeden z nich byt przeskalowanym drugim, to trzeba by byto
ktory$ z nich; u nas jednak mamy dowolnos¢ wyrzucenia). Znow wymiar wynosi 2, ten uklad

rozpina zaledwie plaszczyzne.

I tak dalej...

Fundamentalna definicja:
Odwzorowanie pomiedzy dwiema przestrzeniami wektorowymi F: X - Y jest liniowe wtedy,
gdy spelnia dwa warunki:
Y x; %, EX:F(x+x,)=F(x;)+F(x,) (addytywnos¢);
(zauwaz, ze znaki ,,+” w nawiasie i poza nawiasami odnosza sie do dodawania zdefiniowanego w
dwach roznych przestrzeniach, X i Y)
VAEK,xEX:F(Ax)=AF(x) (jednorodnosc).

(wida¢, ze X oraz Y maja z definicji to samo ciato liczbowe K przy mnozeniu przez liczbe).

Wazine, choc¢ oczywiste wlasnosci odwzorowania liniowego:
(1) F(0)=0 ;
(2) F(h X0 Xt 40 X )= F (X )+ 0, F (%) 4. 4 M F(xy)



(3) F( (xi;%05.5%) ) = (F(x);F(x5);.. F(x,)
(F-obrazem zbioru (w X) rozpietego przez uklad wektorow, jest zbiér (w Y) rozpiety przez uklad
wartosci F od tych samych wektorow);

(4) F-obrazem podprzestrzeni (w X) jest podprzestrzen (w Y).

(5) F-przeciwobrazem podprzestrzeni (w Y) jest podprzestrzen (w X).

Ad 2.) W kazdym przypadku trzeba sprawdzi¢ addytywnos¢ i jednorodnosc.
Np. 2.c.)

F(x,4x)=(x+ %, +1)(x,+x,—1)=(x,+x,) - 1.
Zas F(x,)+F(x))=(x+1)(x,— 1)+(x,#1)(x,—1)=x} =1+ x5 — 1=x7+ X,— 2.
Nie wychodzi na to samo, a zatem odwzorowanie nie spelnia warunku addytywnosci.

Np. 2.g.)

X ax ax+1
F(ak’):F(a y ):F( ay ): ay+2 .
z az az+3
X x+1 ax+a
Tymczasem aF(X)=aF|y|=a|y+2|=|by+2b| . Nie wychodzi na to samo, zatem
Z z+3 cz+3c

odwzorowanie nie spelnia warunku jednorodnosci.
(Nb. w ogole, jesli w ktorejkolwiek wspéhrzednej we wzorze F jest wolny wyraz (tutaj: 1, 2 i 3), to
jednorodnos¢ nie moze by¢ spelniona. Zaczynasz juz rozumie¢, dlaczego rownanie rozniczkowe

bez wolnego wyrazu nazywamy jednorodnym...)
I tak dale;j...
Definicja (jadro, obraz i rzad odwzorowania):

ker F := F'({0]) = {x€X:F(x)=0]cX  (jadro F);

(widac¢, ze do jadra kazdego odwzorowania liniowego zawsze nalezy 0 (por. wiasnosc 1) )

imF := F(X) = [F(x):xeX|cY (obraz F);
rkF := dim(imF)€eN, (rzad F).
Waziny fakt:

Jesli X, Y sg skoniczenie wymiarowe, a F:X — Y jest liniowe, to istniejg bazy: é,,...é, wX

oraz f,,..f, WY, takie, ze



F(él):fl: F

éZ):f2:'--, F(ér):fr:
Vr<i<n:F(é

(
e,)=0, gdzie r=rkF.

Whiosek:
dim ker F + dimim F = dimX (bilans wymiaréw)
(= dimker F + rk F)

A

gdyz baza ker F jest e, ,...,6, ,bazaimF jest fl,...,fr ;n—r+r=n=dimX.

»Cn o

Ad 3.)
Z Definicji i Waznego faktu.
Np. 3.a.)
Jadro: dlajakich %=[x,,x,,x,] F(X)=0=[0;0]eR® ?
X, +x,=0 A x,+x;=0 < Xx,~dowolne, x,=—Xx;, X;=X,
Czyli X €kerF < X=a[l;—1;1]. Oto baza jadra, ktére jest 1-wymiarowe. Z bilansu
wymiaréw wiemy, ze rzad F ma wymiar 2 (wszak przestrzefi X =R’ jest 3-wymiarowa).

X, +Xx, 1

0

1 01, Baze obrazu F tworzg

Dalej bede pisal wektory na sztorc. F(X)= =X,

+X,

+X,

X2'|‘X3
dowolne dwa wektory z tej rozpiski (trzy sa l.zal., co zauwazamy natychmiast, a takze wiemy stad,

zerkF=dimimF =2).

I tak dale;j...



